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1 偏相関係数の導出
変数 x, y, z があったときに，xで統制した y と z の偏相関係数 ryz|x は，xで y を回帰した時の残差と，x

で z を回帰した時の残差の相関として表現されます。数式では，

ryz|x =
ryz − rxyrxz√

(1− r2xy)
√
(1− r2xz)

とされますが，どうしてこうなるのかを見ていきましょう。
まずは回帰式の確認から。

ŷ = ax+ b, ẑ = cx+ d

とします。ここで ŷ, ẑ は xから説明される予測値です。回帰係数の導出はここではスキップしますが，以下
のような関係があります。

a =
sxy
s2x

, b = ȳ − ax̄

c =
sxz
s2x

, d = z̄ − cx̄

ここで s2x は xの分散，sxy は xと y の共分散を表しています。
さて，xの影響を y から取り除くということは，y − ŷ とすることでもありますから，これを y′ とおきます

と次のように表現できます。

y′ = y − ŷ

= y − (ax+ b)

= y − (ax+ ȳ − ax̄)

= y − (ȳ + a(x− x̄))

= (y − ȳ)− sxy
s2x

(x− x̄) (1)

同様に

z′ = z − ẑ

= z − (cx+ z̄ − cx̄)

= z − (z̄ + c(x− x̄))

= (z − z̄)− sxz
s2x

(x− x̄) (2)
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となります。
ここで，xの影響を取り除いた y′ の平均は

ȳ′ =
1

N

N∑
i=1

(yi − ŷi)

=
1

N

∑
yi −

1

N

∑
ŷi

= ȳ − 1

N

∑
(axi + b)

= ȳ − a
1

N

∑
xi − b

= ȳ − ax̄− (ȳ − ax̄)

= 0 (3)

となります。同様に z̄′ = 0です。
さて，相関係数は ryz =

syz

sysz
であり，sxy = rxysxsy と表現できます。ここで sx は xの標準偏差です。

したがって，
a =

sxy
s2x

= rxy
sy
sx

c =
sxz
s2x

= rxz
sz
sx

です。
求めたい偏相関は ry′z′ ですから，これは

ry′z′ =
sy′z′

sy′sz′

なので，これの各要素，sy′ や sy′z′ について考えます。
まず sy′ を二乗した s2y′，すなわち y′ の分散についてみていきましょう。

s2y′ =
1

N

∑
(y′i − ȳ′)2

=
1

N

∑
y′2i

=
1

N

∑
((yi − ȳ)− a(xi − x̄))2

=
1

N

∑
(yi − ȳ)2 − a

2

N

∑
(yi − ȳ)(xi − x̄) + a2

1

N

∑
(xi − x̄)2

= s2y − 2asxy + a2s2x

= s2y − 2

(
rxy

sy
sx

)
sxy +

(
rxy

sy
sx

)2

s2x

= s2y − 2

(
rxy

sy
sx

)
rxysxsy +

(
rxy

sy
sx

)2

s2x

= s2y − 2r2xys
2
y + r2xys

2
y

= s2y − r2xys
2
y

= s2y
(
1− r2xy

)
(4)

同様に，s2z′ = s2z
(
1− r2xz

)
です。
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次に共分散 sy′z′ を見てみましょう。

sy′z′ =
1

N

∑
(y′i − ȳ′)(zi − z̄′)

=
1

N

∑
y′iz

′
i

=
1

N

∑
((yi − ȳ)− a(xi − x̄))((zi − z̄)− c(xi − x̄))

=
1

N

∑{
(yi − ȳ)(zi − z̄)− a(xi − x̄)(zi − z̄)− c(xi − x̄)(yi − ȳ) + ac(xi − x̄)2

}
= syz − asxz − csxy + acs2x

= syz − rxy
sy
sx

· sxz − rxz
sz
sx

· sxy + rxy
sy
sx

· rxz
sz
sx

· s2x

= ryzsysz − rxy
sy
sx

rxzsxsz − rxz
sz
sx

rxysxsy + rxyrxz
sysz
s2x

s2x

= ryzsysz − rxyrxzsysz − rxyrxzsysz + rxyrxzsysz

= ryzsysz − rxyrxzsysz

= sysz(ryz − rxyrxz) (5)

従って，

ry′z′ =
sy′z′

sy′sz′

=
sysz(ryz − rxyrxz)√

s2y(1− r2xy)
√
s2z(1− r2xz)

=
sysz(ryz − rxyrxz)

sy
√

(1− r2xy)sz
√

(1− r2xz)

=
ryz − rxyrxz√

(1− r2xy)
√
(1− r2xz)

= ryz|x (6)

となることが確認できました。

2 行列を使って偏相関行列を求める

2.1 余因子行列

分散共分散行列 S の逆行列 S−1 を使って偏相関係数を求めると，S−1 の要素 wij を使って

ry′z′ =
−wyz√
wyy · wzz

となる，というのはよくある説明です。これも詳しくみてみましょう。
分散共分散行列，S を 3× 3 の行列として、

S =

 s2x sxy sxz
sxy s2y syz
sxz syz s2z


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としましょう。これの逆行列を求めるときに，3 × 3 の行列ぐらいでしたら，頑張ってサラスの公式などを
使って計算できるのですが，ここではさらなる一般化を見据えて余因子行列を使った逆行列の求め方を導入し
ます。
|A| は A の行列式であり，|A| 6= 0 とすると，逆行列は次のように表されます。

A−1 =
1

|A|
Ã

ここで Ã は余因子行列と呼ばれ、正方行列 A の i 行 j 列目を除いた行列 Aij を使って計算される要素，

ã = (−1)i+j |Aij |

を転置したものです。行・列の番号から符号が決まり ((−1)i+j の箇所)，Aij の行列式が余因子行列の要素と
なるうえ，それを転置したものを考えるのですから，大変面倒な式です。転置するということは，(i, j)成分
の余因子が逆行列の (j, i)成分の分子になるということです。これは後で分散共分散行列に適用するとき，添
え字の対応を考える際に重要になります。
しかし大きなサイズの行列であっても，余因子に分解していけば最終的には 2× 2の行列式まで落としてい

くことができます。そうなると，A =

(
a b

c d

)
としたときの行列式 |A| = ad− bcが計算できますので，頑

張って逆行列が計算できるということです。
どの要素を考えてるのか分かりやすくするために，余因子行列 Ã の i, j 要素を adj(A)ij と書くことにしま

しょう。

2.2 3× 3行列の行列式

3× 3行列の行列式の求め方を確認しておきましょう。行列式は，どれか 1つの行 (または列)を選び，その
行の各要素にその要素の余因子を掛けて全て足し合わせることで求められます。これを余因子展開といいま
す。どの行・列を選んでも同じ値になるのがポイントです。
行列

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


の行列式を，第 1行に沿って余因子展開すると次のように計算できます。

|A| = a11 · (−1)1+1

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+ a12 · (−1)1+2

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13 · (−1)1+3

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31) (7)

これは第 1 行の各要素に，その要素を含む行と列を除いた 2 × 2 小行列の行列式 (小行列式) を掛け，符号
(−1)i+j を付けて足し合わせたものです。どの行・列に沿って展開しても同じ値になりますので，0が多い行
や列を選ぶと計算が楽になります。
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2.3 具体的な数値例

具体的な 3× 3行列で余因子を使った逆行列の計算を確認してみましょう。

A =

1 2 3
0 1 4
5 6 0


とします。まず行列式 |A|を求めましょう。第 1行に沿って余因子展開すると，

|A| = 1 · (+1)

∣∣∣∣1 4
6 0

∣∣∣∣+ 2 · (−1)

∣∣∣∣0 4
5 0

∣∣∣∣+ 3 · (+1)

∣∣∣∣0 1
5 6

∣∣∣∣
= 1 · (0− 24)− 2 · (0− 20) + 3 · (0− 5)

= −24 + 40− 15 = 1 (8)

となります。本当にどの行で展開しても同じ値になるか，第 2行に沿って余因子展開してみましょう。

|A| = 0 · (−1)

∣∣∣∣2 3
6 0

∣∣∣∣+ 1 · (+1)

∣∣∣∣1 3
5 0

∣∣∣∣+ 4 · (−1)

∣∣∣∣1 2
5 6

∣∣∣∣
= 0 + 1 · (0− 15)− 4 · (6− 10)

= −15 + 16 = 1 (9)

たしかに同じ値になりました。第 2行は最初の要素が 0なので，その分の計算を省略できて少し楽です。行列
式が 0でないので，逆行列が存在します。
では余因子行列 adj(A)を求めていきましょう。まず (1, 1)要素についてです。1行 1列を除いた行列の行

列式は
adj(A)11 = (−1)1

∣∣∣∣1 4
6 0

∣∣∣∣ = 1 · 0− 4 · 6 = −24

です。次に (1, 2)要素について，1行 2列を除いた行列の行列式は

adj(A)12 = (−1)3
∣∣∣∣0 4
5 0

∣∣∣∣ = −1 · (0 · 0− 4 · 5) = 20

となります。
同様に全ての要素について計算すると，余因子は−24 20 −5

18 −15 4
5 −4 1


となり，これを転置した余因子行列は

adj(A) =

−24 18 5
20 −15 −4
−5 4 1


です。逆行列はA−1 = 1

|A|adj(A)ですから，|A| = 1より，

A−1 =

−24 18 5
20 −15 −4
−5 4 1


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となります。
確認のためA ·A−1 を計算してみましょう。

A ·A−1 =

1 2 3
0 1 4
5 6 0

−24 18 5
20 −15 −4
−5 4 1


=

 −24 + 40− 15 18− 30 + 12 5− 8 + 3
0 + 20− 20 0− 15 + 16 0− 4 + 4

−120 + 120 + 0 90− 90 + 0 25− 24 + 0


=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I (10)

たしかに単位行列になり，正しく逆行列が求められていることが確認できました。

2.4 分散共分散行列への適用

これを 3× 3の分散共分散行列の例でやってみましょう。
S−1 の要素 wij は，

wyy =
adj(S)yy

|S|
, wzz =

adj(S)zz
|S|

, wyz =
adj(S)yz

|S|

と書くことができます。ここから，

ry′z′ =

−adj(S)yz

|S|√
adj(S)yy

|S| · adj(S)zz
|S|

(11)

=

−adj(S)yz

|S|√
adj(S)yy·adj(S)zz

|S|2

(12)

=
−adj(S)yz√

adj(S)yy · adj(S)zz
(13)

ここで，sjk = skj であることに注意して整理すると，

adj(S)yz = (−1)2+3

∣∣∣∣ s2x sxz
sxy syz

∣∣∣∣
= −1(s2xsyz − sxzsxy)

= (sxzsxy − s2xsyz) (14)

同様に，

adj(S)yy = (−1)2+2

∣∣∣∣ s2x sxz
sxz s2z

∣∣∣∣
= (s2xs

2
z − s2xz) (15)
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adj(S)zz = (−1)3+3

∣∣∣∣ s2x sxy
sxy s2y

∣∣∣∣
= (s2xs

2
y − s2xy) (16)

これを代入して，

=
−(sxzsxy − s2xsyz)√

(s2xs
2
z − s2xz)(s

2
xs

2
y − s2xy)

=
s2xsyz − sxzsxy√

(s2xs
2
z − s2xz)(s

2
xs

2
y − s2xy)

(17)

ここで sxy = rxysxsy より、

=
s2xryzsysz − rxzsxsz · rxysxsy√
(s2xs

2
z − r2xzs

2
xs

2
z)(s

2
xs

2
y − r2xys

2
xs

2
y)

=
s2xsysz(ryz − rxyrxz)√

s2xs
2
z(1− r2xz) · s2xs2y(1− r2xy)

=
s2xsysz(ryz − rxyrxz)

s2xsysz
√
(1− r2xz)(1− r2xy)

=
ryz − rxyrxz√

(1− r2xy)(1− r2xz)

= ryz|x (18)

となります。たしかに逆行列の要素で偏相関が算出できました。
今回は標本統計量 s2x, sxy, rxy をつかった表記をしましたが，一派には母数でのモデルなので，σ2

x, σxy, ρxy

などで表記されています。私があんまり母数での –ギリシア文字での操作のイメージが得意じゃなく，あくま
でも標本統計量，代数というより「文字と式」の感覚で表現したかったのでアルファベット表記になっていま
すが，母数の推定量として不偏分散で計算することなどに注意していただければ，基本的には同じことかと思
います。
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